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Ilustrísimo Claustro, 

Señores: 



L ocupar hoy esta tribuna, vienen, precipitada- 
mente a la memoria, los recuerdos de nuestra 
juventud; nuestro pasado de estudiante, cuan 
do, a fuerza de empujones y hasta astucia en 
sortear nuestro difícil camino por entre la compacta mul- 
titud, conseguíamos ganar la puerta de este secular para- 
ninfo. Nuestra primera impresión fué darnos cuenta 
de nuestra pequenez al contemplar aquel ilustre claustro 
formado de hombres doctos en las varias esferas del saber 
humano congregados en los escaños de este recinto. Diri- 
gíamos la vista en derredor nuestro casi con miedo y 
confusión. 

De aquellos recuerdos destácase la figura egregia 
de aquel ilustre Rector, varón insigue que se llamó en 
vida Fr. Raymundo Velazquez. Parece como que aun 
vibrara sonoramente en nuestro oído su estilo florido y 
lenguage arrebatador. 

Perdonadnos una digresión. La veneranda memo- 
ria del Rector Velazquez nos es singularmente grata por- 
que en vida hemos sido objeto de su especial distinción, 
y, más, aún, porque, en nuestro sentir, la historia patria 
señalará al P. Velasquez más tarde, cuando las humanas 
pasiones se hayan aplacado, como el prototipo de los gran- 
des hombres que más ha contribuido por la cultura y pro- 
greso de la nacionalidad Filipina. Él es acreedor a nues- 
tra admiración y gratitud por su manera de ser y por 
las reformas que con brío y voluntad de hierro introdujo 
en el plan de esta universidad para el bien de la juventud 
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estudiosa, para el provecho y lustre del profesorado, y 
para la perenne honra y gloria de esta excelsa institución. 

Como parte no menos importante de nuestros re- 
cuerdos, surge también la figura del orador del día, de 
aspecto algo nervioso pero pulcro y grave cual exigían 
las circunstancias. Sentíamos por él una admiración sin 
límites como el hombre escogido entre los escogidos. Pas- 
mados y absortos le escuchábamos con todo el esfuerzo de 
nuestra juvenil atención. El discurso nos parecía el 
non plus ultra, lo superlativo, y la última palabra de la 
ciencia humana porque, a decir verdad, o lo oíamos mal 
o no lo llegábamos a comprender por ser demasiado abs- 
truso para nuestras tiernas inteligencias. 

En resumen, cuando estudiante, que no fué ayer, 
en los actos de apertura de curso, como este, todo nos pa- 
recía imponente, solemne y grandioso. 

Juzgúese pues nuestro embarazo y estado de espí- 
ritu al vernos de súbito elevado a este sitial. A no ser 
impelido por las reglas de la disciplina, y porque una 
indicación del ilustre P. Rector que hoy dirige los des- 
tinos de esta Universidad es una ley para nuestra volun- 
tad no nos hubiéramos atrevido a aceptar el alto honor 
conferido a nosotros de dirigiros la palabra sin mereci- 
miento alguno para ello. Sea pues nuestra excusa, nues- 
tro acatamiento a una tradicional costumbre. 

Permitidnos ahora algunas palabras aclaratorias. 
El ingeniero, en contra de la creencia común, no tiene 
confinada su actividad a asuntos puramente técnicos. El 
forma parte de la Sociedad a la cual rinde sus servicios. 
No importa sea cual fuere la especialidad a que se dedica 
constantemente tiene que verse con asuntos sociales de 
carácter general, especialmente con los de carácter ad- 
ministrativo si no económicos. La disciplina mental a 
que esta acostumbrado y vasta instrucción que le exigen 
le capacitan para ello. No le basta planear caminos, ca- 
nales, ciudades y estructuras gigantescas. Con frecuen- 
cia tiene que aconsejar y decidir sobre el valor relativo 
de las obras proyectadas, y el modo de levantar fondos 
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para llevarlas a cabo por medio de préstamos y deudas 
públicas, así como la manera de redimirlas o amortizarlas. 

Hemos leído varias veces que la ciudad de Manila 
ha emitido bonos en los EE. UU. pagaderos por medio de 
anualidades. Lo mismo ha hecho el Gobierno Insular 
para emprender ciertas obras e indirectamente cubrir 
sus fondos de reserva en Nueva York. 

Por consiguiente, un estudio sobre anualidades no es 
materia agen a a nuestra profesión. Desde luego parece 
que hacemos una invasión al campo de la ciencia actua- 
riaL Tal será nuestro objetivo sin perder de vista las 
relaciones de dicha ciencia con la ingeniería. Después 
de todo no es posible establecer límites estrechos y bien 
definidos entre las varias ramificaciones de la ciencia 
humana. Todas ellas son atributos de la cultura cuya 
posesión hace al hombre progresivo y le sirve de incentivo 
para la expansión armónica de sus facultades y para su 
perfección. 

Quizas se nos culpe de demasiado teórico en nuestra 
disquisición. Nos enorgullecemos de merecer por estos 
breves momentos tal calificativo. Para la paz de nuestro 
ánimo nos basta recordar el resultado de aquel incidente 
histórico que relata la historia de las Matemáticas so- 
bre la suerte del sabio griego Arquimedes, padre de la 
Física, en la toma de la ciudad de Siracusa por el ejér- 
cito Romano. 

Cuéntase que, estando el sabio absorto en resolver 
un problema de geometría por medio de figuras trazadas 
en la arena de la playa del mar, no oyó ni respondió el 
"Quien vive" de un soldado romano que le mató inopina- 
damente. 

La suerte del teórico Arquimedes señaló el ocaso de 
Grecia para ser substituida por el imperio de Roma en el 
caudillaje del mundo. Los griegos amantes de la teoría 
dejaron una herencia de valor incalculable. Legaron a 
la humanidad sus descubrimientos, ciencia y artes para 
la constante admiración y bien de todas las generaciones 
venideras. En cambio los romanos no dejaron casi nada 
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a la posteridad con excepción de caminos y obras de in- 
geniería de escasa importancia; fueron una raza estéril 
porque no fueron suficientemente teóricos y soñadores 
para escudriñar y descubrir horizontes nuevos y desco- 
nocidos. 

La tesis que hemos escogido no es de nuestra inven- 
ción, pero nuestra es la esperanza de despertar con nues- 
tro trabajo la afición de la juventud que nos escucha y 
nos sucederá en tiempo no lejano, a estudios sobre la cien- 
cia actuarial. Sin vanos alardes de modestia diremos 
francamente que no disertaremos sobre una teoría nueva 
y de difícil comprensión. En verdad, si no fuera por 
nuestra insuficiencia, hubiéramos querido deleitaros con 
algún descubrimiento original, aunque fuera imitando 
de un modo remoto al sabio Dr. Einstein, pero despojado 
en todo de su científica frialdad e intolerancia. Decimos 
esto porque el Dr. Einstein no satisfecho con inventar y 
establecer teorías nuevas y contrarias a nuestro común 
sentir y a la lógica de los hechos aceptada por nosotros 
y a la cual estamos acostumbrados tiene la genialidad, 
como sólo la tienen los grandes genios, de confirmar con 
hechos irrefutables sus principios. Es decir, que que- 
ramos o no, de grado o por fuerza, nos hace aceptar sus 
teorías. Dicho sea en su honor, y más especialmente de 
Inglaterra, porque los sabios Ingleses, que debieran ser 
adversarios de Einstein, son los que más se empeñan, 
con su dinero y ciencia, como ya lo han casi conseguido 
en totalidad, en confirmar la teoría einsteniana Tan 
es así que sus discípulos predicen que dentro de cinco años 
la Física de Einstein reinará en el mundo intelectual. 
Entonces adiós comodidad en el pensar e ideas producto 
del sentido común, adiós nuestras ideas presentes sobre 
movimiento, espacio y tiempo, adiós líneas rectas, adiós 
líneas paralelas que no se pueden encontrar pues se en- 
contrarán, adiós mundo lleno de miserias y aun imbui- 
do en sus tres dimensiones porque nos veremos trans- 
portados a otro de cuatro dimensiones en donde la dis- 
tancia más corta entre dos puntos no es la línea recta. 
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La perspectiva pues, que nos espera según Einstein, 
y según todos los indicios él tiene razón, no es nada hala- 
gadora. Por tal motivo y por nuestro respeto sin lími- 
tes a este ilustre auditorio no enunciaremos nada que 
pueda causaros tensión de ánimo o estado de ansiedad. 
Nuestra disertación contendrá solamente principios y 
estudios elementales de fácil gobierno y aplicación. 

Versará nuestro discurso sobre "Teoría Matemática 
de las Anualidades" con un estudio breve de su aplica- 
ción a la "Economía comparativa de las construcciones". 

Antes de seguir adelante nos es preciso una discu- 
sión preliminar del "ínteres Compuesto" y "Descuento". 
El estudio de estas materias nos servirá de base para el 
desarrollo de nuestra tesis. 



teoría del ínteres compuesto 



Se denomina interés la consideración recibida por la 
inversión productiva de cierta cantidad o principal lla- 
mado capital. 

Las dos palabras capital e interés se expresan ge- 
neralmente en términos de una misma comodidad o uni- 
dad por ejemplo en dollars, libra, marco o peso, etc. cuan- 
do la unidad escogida es en dinero. 

Ordinariamente el interés es cobrable o pagadero en 
intervalos fijos de tiempo, y siendo su naturaleza la mis- 
ma que la del capital puede recibirse o emplearse después 
de recibido como capital. 

En la teoría del interés compuesto se supone que el 
interés tan pronto que sea recibido no estará inactivo 
sino que será inmediatamente invertido como capital. 

El interés total de un capital dado en cierto tiempo 
dependerá de las siguientes condiciones: 

La Principal dado. 

2.a Interés que según contrato se pagará por cada 
intervalo de tiempo para cada unidad de principal. 

3.a El número de veces que se efectuará el pago du- 
rante la unidad de tiempo o sea un año ya que en las 
teorías de finanza esta es la unidad aceptada de tiempo. 

Se conocen dos tipos de interés: el nominal y el 
efectivo. 

El tipo por unidad por año que se usa para calcular 
el interés que ha de pagarse cuando el intervalo no es 
un año o el interés que será acreditado para cada unidad 
de principal en un año, si el interés después de recibido 
no se invierte productivamente se llama: Tipo nominal 
de interés. 

Los símbolos usados son: 
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Tipo nominal de interés = j 

Su frecuencia de conversión = m 

Los términos empleados para significar esta fre- 
cuencia son por lo general, semestral, trimestral y men- 
sual 

Se llama "Tipo efectivo de interés" el interés total 
ganado por unidad por año bajo la hipótesis de que cual- 
quier interés si se recibe o se gana por cualquier exten- 
sión de tiempo se invierte inmediatamente en las mismas 
condiciones que el principal primitivo. 

El tipo efectivo de interés se representa por i. 

RELACIÓN ENTRE i y j. 

El interés total en un año (i) puede expresarse en 
términos de (j) haciendo que se acumulen los intereses 
nominales, teniendo en cuenta su frecuencia durante el 
año y considerándoles invertidos después de cada in- 
tervalo. 

Así, supongamos un tipo nominal j convertible m 
veces. 

Al final del primer período — , el interés recibido 
por unidad es i/ m y el capital $1.00 se convertirá en 

1+Vm 

Al final del segundo período o ~ de intervalo, el in- 
terés ganado será (1 -f.i/ lU ).i/ in y el capital se convertirá 
en (1 + j/ m ) + (1 + 3/ in )J/ m -= (1 4- i/m j 2 o esta es la 
cantidad acumulada después del 2. o período. 

Usando el mismo raciocinio después del último pe- 
ríodo m o al final del año la cantidad acumulada es 
(1+i/m ) m en términos de j. 

Como quiera que por definición en términos de i 
(interés total ganado en un año) la cantidad acumulada 
es ( 1 + i ) se sigue que 

(1 + Vm) ni =- 1 + i de donde 

i-(l + i/m) m -l (0 

j = m /(l +i) 1 /m_ 1 y (o) 

m l0£ (1 + J/m) = l0 ^í l + 
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Teniendo estas ecuaciones, si son conocidas las can- 
tidades j y m se puede conocer la i. 

Si se conocen i y m se puede encontrar la cantidad j. 

Discusión de la fórmula (1). 

Si j tiene un valor fijo, i es función de m ó i 
= f (m) 

Desarrollando la fórmula (1) se obtendrá 

. ([_ ]/m) .2 , (i— l'm)2 

1 = .1 + — .1 + ■" — i 3 + . . . . 

I A I A '' 

Esta ecuación denota a simple vista que cuando m— 1, 
i = j. 

Pongamos ahora y-~= (l+j/ m )' n P ara encontrar el 
valor de la función m o f (m) cuando m = oo 

log y = m log (1 + / m ) -- log (1 + j/m) 

l/m 

Usando el método del cálculo diferencial 

Límite log, y ) =• Límite } — V 1 * 2 j 

/- ,- J-f j/m = Límite — =- j para m =— oo 

m = oo ) m = oo ) ~Z i/ m "¿ 1 + - i/m 

Log y = j, de aquí se deduce y — e' 

. \ i = e-i — 1 
Encontremos asi mismo el valor de i para m = o 
La ecuación (1) también toma la forma indetermi- 
nada por lo que nos valdremos otra vez del cálculo dife- 
rencial. Sea y = (l + .i/m) rn 

(Jomo antes, log y = Límite ; .' -, = - — — o para m =-■■• o 

1+Jh" oo 

y = e c =l 
... i= e — 1 = 
La relación pues pues es como sigue para j — can- 
tidad constante 



m 


i 






1 


o 




00 


ej- 


- 1 



Si representamos el graph de la ecuación (1) en 
coordenadas cartesianas m como abscisa e i como orde- 
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nada, la curva pasará por el origen, y para m = oo 
i^eJ — 1. La cantidad m es siempre positiva. 

En general la curva o graph representa una fun- 
ción creciente, como procederemos a demostrar, para lo 
cual basta establecer que ^ v> 1 ó ^ es siempre positiva, 

( £ - (if j/ m ) m lo* (i + i¡ m ) f m (i + y»)" 1 " 1 í J/ Ill2 ) 

-(I + Vm) ,n l0í?(l + Vm) — ( l + j /"0 m * 1 V.n 
Añadiendo y substrayendo del i )() miembro (l -f J/ m )' 11 " 1 so tendrá 

,£ = (>+ Vm) m lOí? ( 1 . + Vm,) ( 1 + ■'/„,) » "i" ( 1 + V„ ) ,1 -' 
Llamando (1 -f~ j/ m ) — z 

jii = Zm lo^ Z — Z« + Z"J- 1 - = Z™ (los Z -f y z — l) (8) 

El primer factor de la ecuación (3) es siempre po- 
sitivo porque Z m =-(1 f >/ ra )™ ^1»» ^1 lo cual demuestra 
que Z m es siempre postivo. 

El segundo factor también es positivo. Sea 
y = log Z H- -I- — 1 

Para lo que buscamos bastará demostrar que el va- 
lor mínimo de y es 1. 

d.v ! _ J_ x— 1 

d/ z z2 /¿ 

d2y 1 _2 

d/2 Z 2 1 Z 3" 

Poniendo ¿| = o z -= 1 ó _ii oo 

Los valores oo son inadmisibles porque partimos de 
la hipótesis que z= 1-H/m 

Substituyendo z — 1 en la segunda derivada se ob- 
tiene —^ = a una cantidad positiva lo cual prueba 
que el valor mínimo de log. z -J- 1 — 1 es 1. 

Para todos los valores pues de m el segundo miembro 
de la ecuación (3) es siempre positivo y consecuente- 
mente d d ^ es también siempre positivo o que el graph 
de i es una función creciente. 

Veamos ahora de encontrar el valor de i para al- 
gunos valores definidos de m. 
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m 
J 
J 
10 
20 


j-0.03 


j = 0.05 


i 


i 


.030225 
.030339 


.050625 


.050945 


.030407 


.051141 


.030433 


.051206 





Esta pequeña tabla nos hace ver que el valor de i 
crece muy lentamente con el crecimiento de m. 

Fórmula (2) — Su discusión. 

De la misma manera cuando i es constante j = f (m) 

Siguiendo el mismo procedimiento usado en la dis- 
cusión de la fórmula ( 1 ) se encontrará que el tipo nomi- 
nal j decrece con el crecimiento de la frecuencia m. 

Para m = 1, j = o 

Para m = oo, j = log ( 1 + i) 

Dando a i el valor 0.03 tendremos la Tabla siguiente 



m 


j 


2 


0.029778 


4 


0.029668 


12 


0.029595 


00 


0.029559 



La tabla denota que j decrece muy lentamente con el 
crecimiento de m. 

El valor de j cuando m = oo siendo (i) constante se 
representa por §, cantidad denominada por los matemá- 
ticos fuerza del interés 

5 = Fuerza del interés 
5 = log (1 + i) 

de donde e8 = (1 + i) 

Fórmulas Generales — (Interés compuesto). 
Sean ahora 

P = Principal 

S = Suma acumulada al final de n años al interés 
compuesto 

I = Interés total ganado en n años. 

Si el principal es 1, es fácil ver, 
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Suma acumulada en 1 año = Si =(1+ i) 
" 2 años S2 =(l + i)2 



" n » Sn=(l + i)n 
En lenguaje común una unidad de capital llegará a 

ser (1 + i) n al final de n años al interés efectivo i 
Usando el interés nominal 

Suma acumulada al final del l.er intervalo, Si=(l+i/ m ) 

2.° » S. = (l+Vm) 2 

" de ñaños S^=(l + Vm) a,n 

Si el número de años es n + - , entonces 

S üm + t - (i + i/ m ) am + l 
para t < m de suerte que ct = m siendo c un número 
entero. 

Teniendo en cuenta que 1 + i = e5 ... I 

S n - (1 + i)a _ ( t + j/ m )om _ e n 8 para p _ j 

Consecuentemente 

8 -= P (l + iNP(i+ j /m) am = Pe r5 de donde 
I = S — P 

- P [(i •+ i) n - í j = P £( l + i/m) Qm - 1 J=P ( e D «-l) 
La fórmula Snm + 1 por unidad de capital arriba 
dada puede expresarse en términos de (i) y de s 

Cuando n = o 

t/ t/ s 

d+Vm^^a+i) ^-e 7 " 

Demos el caso de que el tiempo de acumulación es 
igual a 10 años y 9 meses, y que la frecuencia m = 3, 
entonces 

n f 7m = 10 + 9 /i2 X i, es decir t= »/ 12 
Cuando t no es divisible por m tenemos que la suma 
acumulada (capital primitivo = 1 ) se puede expresar 

i| 
por (1 + i) ,p al final de la porción de (p) de año. 

Problema 1. — Encontrar la cantidad a que se convertirá 
P100 después de 20 años invertidos al 
6% de interés pagadero trimestralmente. 
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" , S = 100 (l+ ( ^) 20x4 =100X3.2906 

= P329.06. 

Problema 2. — Un edificio antiguo necesita repararse. El 
costo de la reparación se calcula en 
P8,000.00. Una vez reparado el edificio 
podrá servir cuatro años. Los materia- 
les de desperdicio podrán venderse en- 
tonces por P3000. El interés del dinero 
(para préstamo e inversión) es 5%. Si 
en vez de repararse, se construye un 
nuevo edificio, su costo será P30,000. 
Este podrá durar 30 años después de 
los cuales su valor de desperdicio será 
P10,000. Cuál es el plan mas económi- 
co, la reparación o la nueva construc- 
ción? 
Resolveremos el problema encontrando 
cuál de las dos obras requerirá la menor 
cantidad de capital presente para que 
el edificio exista permanentemente. 

REPARACIÓN. 

En el caso de repararse la suma que se ne- 
cesita será P8000 rpás una cierta canti- 
dad que llamarémois X, la cual al final 
de 4 años se convertirá en X + 5000, 
con el objeto de que la cantidad de F5000 
pueda servir para la reparación y X in- 
vertida otra vez.. . ... 

La cantidad X se convertirá al final de 4 
años al interéfe i en X (1 +'i) 4 Conse- 
cuentemente 
X(l + i) 4 = X + 5000, de donde 
X=^ =23,200.64 (i = 0.05) 

(l+i) 4 -l V ' 

Entonces la suma que se necesita como va- 
lor presente es P8000 + 23,200.64=P31, 
200.64. 
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NUEVA CONSTRUCCIÓN 

Por razonamiento análogo al anterior- 
Suma necesaria = 30,000 + 



20 000 



(l+0.G5) 3O -l 

— 36,020.60 

Como asunto puramente de negocio es mas 
barata la reparación. 

NOTA : En la resolución se ha hecho una 
suposición no siempre posible en la prác- 
tica, esto es, en el caso de la reparación 
al final de los 4 años el edificio podrá po- 
nerse otra vez en comisión de servicio 
haciendo un gasto de P5000, la diferen- 
cia entre el costo del gasto o inversión 
primitiva de P8000 y el valor P3000 de 
los materiales de desperdicio. El ob- 
jeto buscado es en realidad la permanen- 
cia o perpetuidad de la inversión. Se 
tratará otra vez de este asunto más ade- 
lante. 



teoría del descuento 



El descuento es la consideración por el pago inme- 
diato de una suma que se debe en tiempo futuro. 

Como consecuencia de esta definición el valor pre- 
sente es la suma debida en tiempo futuro menos el des- 
cuento. 

Los símbolos usados son: 

S' = Suma debida al final de n años. 

P' = Valor presente. 

D = Descuento sobre S' 

d = Tipo efectivo del descuento. 

f = Tipo nominal del descuento. 

m = Frecuencia de la conversión. 

Tipo efectivo del descuento es el total descuento en 
un año sobre la unidad de principal bajo la hipótesis de 
que cada vez que la conversión tiene lugar se substrae el 
descuento del principal precedente antes de hacerse el 
descuento. 

El valor de d lo obtendremos de la Tabla I : 

Para mejor inteligencia de las columnas de los in- 
tervalos de tiempo en dicha Tabla nos servimos del dia- 
grama siguiente que tiene sus divisiones correspondien- 
tes a 1 año. 

._. . 1 < No. de divisiones=n > 

Tiempo contando 3 2 - 

hacia adelante > o 1-— — — — -*■ 

m m m m 

Principio del Final del 

año >X h • • + 1 h X año 

Tiempo contando 

hacía atrás > 1=J2. Jt 1 ± ó 

ra m m m 

La columna del descuento se ha calculado al tipo 
efectivo. 

Así f /m es el descuento sobre 1 ; (1— f / m ) • Vm es s °- 
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bre nuevo principal ( 1 — f f m ) ó 1 descontando f/ m ; 
(1 — f /m) 2 f /m> sobre (1 — f /m) 2 y as * sucesivamente. 

La columna de los valores presentes se ha formado 
substrayendo el descuento del capital precedente. Así al 

final del tiempo ?5r=2 (tiempo adelante) ó y m (tiempo 

m ■% ' 

atrás) 1 — f /m es la resta entre el descuento f/ m y el ca- 
pital 1 del tiempo anterior. 



TABLA I 



Tiempo con- 
tando hacia 
adelante. 



1 


m-1 
m 


m— 2 
ni 


m-3 
m 




i 


i 


o 



Tiempo con- 
tando hacia 
atrás. 



1 
m 



2 
m 



1 


3 

m 


... 


n 


1 

1 "• 


I 1 


m 
m 



Descuento. 



m 



r 1 f\ f 



o -¿y 



(•-=)■ 



f \n-l X 



Valor Presen- 
te en el tiem- 
po en con con- 
sideración. 



m 



0-¿) ! 



(>-£>' 



f\n 



0-Q 



V m; m 



('-=)■ 



Añadiendo los valores encontrados en la columna 
(Tabla 1) del descuento, obtendremos d = Tipo efectivo 
del descuento. 

d-£[r+(l- Vm)+(l~™) 2 + ....+(i- Vm)»- 1 ] 

fl-(l— Vm)" 1 



-Vn 



f / 
/n 



U-(l- /m 
d«l-(l- Vm)- (4) 

Tipo nominal de descuento. 

El tipo nominal f es el descuento total sobre la uni- 
dad de principal por unidad de tiempo cuando es calcu- 
lado el descuento sobre el principal primitivo para el año 
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entero, o que el descuento se hace siempre sobre la uni- 
dad de principal por unidad de tiempo. 

La tabla II siguiente enseña la obtención del tipo 
nominal de descuento. El cálculo de las columnas del 
descuento y valor presente se ha hecho al tipo nominal. 



TABLA II 



Tiempo con- 
tando hacia 
adelante 



m-1 
m 



Tiempo contando 
hacia atrás 


Descuento 


o 


O 


1 

m 


f 

TTl 


2 

m 


f 

m 


.... 




.... 


.... 


m 


f 
m 







Valor Presente 


1 


1-ÍT 


1-lf 




.... 


1-f 



Teniendo en cuenta que hay m divisiones en un año 
como dijimos arriba, en la columna del descuento hay m 
sumados f /m La suma pues de esta columna es f. 

Podemos ahora establecer 

d=i— (i_y ra )m 

f=m/l— (1-d) ^ m 'J (5) 
m£-log(l- f /m)J=log(l-d) 
En la teoría del descuento, el valor de f cuando m 
es oo se llama fuerza de descuento = 5 

Obtendremos 8 por el cálculo diferencial. 

" _d) (i-d)/ m í- ] / m2 



Limite f = - lQ g - 

m ==00 
.-. = — log (1- 
log (1— d)=— 5 

1-*- d ==e 



-V- 



= - log (1-d) 



-d) (Log. naperiano) de donde 



(6) 
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Haciendo una tabla parecida a la tabla I se verá fá- 
cilmente que el valor presente de una unidad cuyo pago 
es debido 2 años desde ahora es (1 — d) í de una unidad 
debida 3 años desde ahora, (1 — d),? ; y en general el va- 
lor de 1 cuyo pago es debido n años desde ahora es 
(1 — d)nal tipo efectivo del descuento. 

Por las formulas anteriores (1— d) n — (1 — f/ m ) l ™ e 

P=S'(1— d) Q = S'(1— %)™=&'e V . 
D~S' [ 1— (1— d) n J=S' (1-(1— V m )™/ = S7"l— e-' "87 
Relación entre el interés compuesto y el descuento 
compuesto 

P'«S' (l-d)^S' ( 1— '/ m )mn« & e ' rV en descuento 
compuesto 

S = P (1 +" i) D =P(l+ i/m ) mn = Pe n 8 en interés com- 
puesto 

Cuando P^P y S'-S 

P« S (1— d)*= 8 (1— f / m ) ran = T Se" tS ' 
g--(l-d) D -(l-Vm) mn -=e" r8, 

como por otra parte 

S 

- p=(l+i) n = (l+5/.n ) ain = e n 8 se sigue que 

(1 + i)*=(l +j/ m )^ =e ° 5 = (l..d)-n = (lJ/ m j-mn^e n §' ( 7 ) 

En este caso e n 8-e n 8' ó 8 =8\ En lenguaje vulgar 
la fuerza del interés es igual a la fuerza del descuento. 
De la (7) se obtiene 

(1 +i)-(l +i/ m ) n =e 8 = (l-d)-^(l— % )« (8) 
Llamando v = 1 = 1 — d y combinando las ecua- 

ciones en (8) se podrá resolver y expresar el valor de 
cualquiera de las seis cantidades i, j, d, m, f, v, en tér- 
minos de una sola variable. 

Nótese que v se usará con frecuencia como el sím- 
bolo del valor presente de la unidad. 
Ejemplo : 

Encontrar el valor de 8 para i = 0.04. 

s nj « .0016 r. 000064 .00000250 . (.04) 

5 .U<±— 5 — -r— 3^ — i ^— '"" 

—0.039221 
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Despreciando o no usando ^^ 5 para hallar el 
valor de 8 como se ha hecho arriba el error en el 8.0 lu- 
gar decimal sería menor que 4 porque » 5 _ aoOQ0 5 001 ^- 4 
el doble del cual es 0.00000004. Esto de conformidad con 
el teorema de series que decrecen alternativamente : "La 
suma de todos los términos después de un término dado 
es numéricamente menor que dicho término/' Conse- 
cuentemente despreciando el término dado y los que le 
siguen el error total sería menor que el doble del mismo. 



— 23 — 

Formulas de /, <J, j, f t ¿ 9 v, en términos 
c/e una 3 o/a i/ar/aó/e . 
£c¿tac/o/7e5 para /7a //a r / 



- f ^1F\T f + — W*-El / * 

\ h % ó 3 ó* 

IL U. li 

Para c/ 

= ¿-<L 2 Á 3 A* 

/^- LL l±. 

miz, *> 2 ü 



Para j\ 

-¿^.¿i .X.1I 

07 i¿_ m* UL 



•" i T?¿'\ 
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Conhnuac/o/? 



Para f 



/_ /_ m+ / jj^ (/n+/) f/r/+2) j^s 

.y- J ¿- + ^;_4 + 



= rn (/- v %* ) 

Para J. 
¿ =;-lL+-LL„<± 

Z 3 4. 






J zm J ¿m* J ¿^H J + 

' zm ' J/n* r *í^p / 



Para i/. 
= /- i/ 



= /—./♦ /77 ^ / yL ^^ ^ Csn+z) ¡3 



tíL tíL 



CASOS ESPECIALES 



(1) Del— d =5^ se sigue que i— d=id ó que la 
diferencia entre i y d es igual á su producto. 

(2) J- f= Í-- f de la formula (1 + J/ m )«( t . t/ m )-i 

(3) De la última relación j— f = y m . f se puede 
deducir la relación entre 8 y 5' 

Así 

Limite (j— f)= Limite j/ m . f 

Límite (j) — Límite (f)=o 

m = oo 

5 — 5' = o 
.\ 8 = 8' 

(4) Hemos visto que 

8 2 3 

i=e —1= 8 + M-l_. • • . 
d=l— e =8-— +— - 

2 ,3 



2 

8 



5 

Despreciando los términos después de-ry" se ob- 
tiene la fórmula aproximada. 

i + d = 2 8 ó L±i -==8 es decir 8 es aproxima- 

2 

damente igual al medio aritmético de i y d 

(5) LZÍ =s e — e — 8 + ,r- + r— + -7- • • . = sen ll. 5 

v j (2 "(i" li II L 

ó que msemísuma de i y d es igual al seno hiperbólico de 8 

(6) i-d_e 5 -e S ___-f__ 5 ' +^+8^. . . + COShll. 8— 1 

2 2 H , L ,5 



ANUALIDADES 



Anualidad es una serie de pagos hechos durante la 
vigencia del contrato dado. 

Si el contrato dado es para un número determinado 
de años, entonces la serie de pagos se llama anualidad 
determinada. 

Los pagos arriba mencionados podrán hacerse p ve- 
ces al año. Debe entenderse sin embargo, que al hablar de 
la anualidad, nos referimos a la suma o el total de pagos 
hechos durante un año. Dicha suma se llama también 
renta anual o renta de la anualidad. 

Entre las diversas clases de anualidad definiremos 
las siguientes : La anualidad inmediata es aquella que 
comienza al fin del primer intervalo de pagos y continúa 
desde entonces. 

La anualidad vencida es aquella cuyo primer pago 
se hace inmediatamente, o comienza al principio del in- 
tervalo. 

La anualidad diferida para n años es aquella cuyo 
primer pago comienza al fin de 1 + n años. 

Esta teoría se refiere más especialmente a la anua- 
lidad inmediata. 

Símbolos usados: — 
a-£= Valor actual de una anualidad inmediata de 

1 (uno) por año pagadero (p) veces al año, y continuado 
o en vigor por (n) años. 

S« = Cantidad acumulada al fin de (n) años por 

una anualidad inmediata de (1) por año pagadera (p) 
veces al año. 

D| 1 = Lo mismo que arriba, pero p = 1. 
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Los símbolos a 3 ] y S-jrf se emplearán cuando 

p = oo o el pago se hace continua e indefinidamente. 

Para hallar Sin a * ^P° estivo del interés i. Úsese 
el siguiente diagrama para representar el tiempo y el 
pago. 



Principio del 
año. 





Tie mpo = 




Vp 


2 /p 


3 /p 


Cuantía del 
pa£o. 




Vp 


Vp 


Vp 



Fin del 
año. 

Vp-i 



Vp 



Ahora, el primer pago i/ p ascenderá al fin de (n) 
años, como se ha demostrado en la teoría del interés com- 



l -v P 



puesto a VpCL+í) p ó 

Primer V P se converira en Vp (1+i) 



"-Vf 



2.o 
3.0 



Vp (l+i)"- 2 /" 
Vp (l+i) n -^ 



La suma total de acumulación en el futuro es S_E 
_ >»l 

S T|= Tli' + i) n " Vp + d+O^/p +(í + \Mp ..(l+í) Vp +7| 
= ±[l+[ (i+i) ,/ p} , + |(l+i)Vp} 2 + ...]<l+i)V P J^Tj 



np 



^' 



1-J0+») /p \ 

T-~(i + í)Vp J 

(1 + i)n-l 



(12) 



P [(1+1)% -H 

Para hallar a a, 

Hemos visto en el Descuento que el valor actual de 
(1) cobrable después de (n) años desde hoy es \° 

Y v»=(l — d)»-^ )«• 

Empleando de nuevo el diagrama que precede, el 
valor actual del primer pago l|p, vencido después de 

(l|p) de año es Vp.vV'* ó 
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Valor presente ó de ahora del l.er 1 / p =/ p .V ¡p 

" " " " " 2.o Vp = '/p- v ^ p 



" 3.o ,i/p =Vp - v 



?/p 



La totalidad de todos los valores presentes o de ahora 
a _L se obtiene como sigue : 

a ^F|y J/ P+v 2 /p+v :i /p... +v n - I /p+ v " s | 



=v. 

1 

1 

1== p 



7p 



"l - ya 

W p _ 



1- \Jn " 
íl+i)i/p-i 



(13) (Forma usual) 



Algunas veces la fórmula (13) se escribe 



"l-(l+i)-n 



p — (l + i) 1 /^ — 1_ 

Si p =i 



^=^±± 



VI = 



Nótese que en las fórmulas que dan S" y S_ e 

n I di 

numerador representa el interés total de (1), mientras 
que en aE- y a^ el numerador es el descuento total de 1. 

El denominador en ambas Sil y a£, es el tipo 

nominal de interés convertible p veces al año correspon- 
diente al tipo efectivo de interés i. 

De lo que precede, se pueden formar fácilmente las 
tablas que se dan abajo: 

Cantidad y Valor actual de una Anualidad 

Inmediata de 1 por año para n años. 

En Términos del Tipo Efectivo de Interés i. 
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Anualidad pagadera 



p veces al año 



p=l ó cada año 



p =00 ó continua- 
mente 



Cantidad 



D| pUl+ijV'-i] 


Sol' 


_(l+i) n -l 


i 


8^. 


_(l+i) n - 1 


u 1 


loge (1 + i) 



Valor Actual ó de hoy 






P [(l+i) 1 ' P -l] 



a-, 1 " V 

í 



a—, 
n I 



__1 - v L 



loge (1+ i) 



En Términos de la Fuerza del Interéés 5 
(Por (1+i) substituyase e^) 



Anualidad pagadera 



p veces al año 



p = ó cada año 



p — 00 ó continua- 
mente 



Cantidad 



fe nl 


p[t s /p - 


1 


S — 


e r5 - 


1 


bI 


e§ _ 


1 


s-, 

I) 1 




1 



Valor actual 



!L_l-e- r8 
aD,:_ ~pTe 8 /p-H 



_t- e - D s 



*'— »- 



a n7 



.1-e 



•»8 



En Términos del Tipo Nominal de Interés 
j convertible m veces al año. 



Anualidad pagadera 
p veces al año 

p=l ó cada año 

p=m veces al año 

p=oo 



Cantidad ¡ Valor actual 



d= (1+V^-1_!p _1-( 1+ V»)- 



s¿ 



- = (i'+y m ) mD -i ! n __ Hl+ J 7a,)- m n 

° ' (1 +Vm) m - l! "| (1+Vm) ra -1 
Vm) ran . 



J1+ J 



"I 



n I 



J 



"lrr/loge(l+.í/ m )7| *„.[ \ ose ( 1+í / m )J 



a. 1-(1 + ! /m)" 
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Pruebas de 

ST| = S T"| s — | 

Daremos solamente la prueba de a-~,= Sti. a -31 y 

dejaremos al lector deducir la otra. 
Prueba algebraica: 

Sabemos que S» = il±j{^\ J ^~XÜ+ ] /<B>:™ 

Multiplicando las dos ecuaciones miembro por miem- 
bro, obtendremos. 

S T| • a ~| = a -| 

Prueba Verbal: 

En a-5-1 tenemos una anualidad pagadera p veces 
al año por n años. Dejemos que todos los pagos para un 
año se acumulen. Al fin de doce meses, la anualidad as- 
cenderá aSfi, Tomando S n como la base del cál " 
culo podremos considerar la anualidad como aquella cuyo 
valor en vez de (1) es S-7-1 pagadera anualmente y 
que durará n años. Pero sabiendo que el valor actual 
de una anualidad de 1 pagadera anualmente y que du- 
rará n años es a—, se infiere que la anualidad de Se- 
para n años tendrá por valor actual o presente S-^-j aí| 

Presentamos ahora una tabla de S-fr P ara distintos 
valores de i. y p. 
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VALORES DE S-n 



1 i ! 


p = 2 ! 


p = 4 


p = 12 


p = oo | 


| 0.025 | 


1.00621 | 


1.00933 | 


1.01141 | 


1.01245 1 


| 0.030 | 


1.00744 | 


1.01118 | 


1.01368 | 


1.01493 1 


| 0.035 | 


1.00867 | 


1.01303 | 


1.01594 | 


1.01740 | 


] 0.040 | 


1.00990 | 


1.01488 | 


1.01820 | 


1.01987 | 


| 0.045 | 


1.01113 | 


1.01672 | 


1.02046 | 


1.02233 1 


| 0.050 | 


1.01235 | 


1.01856 | 


1.02271 | 


1.02480 ! 



Casos particulares. 
Cuando p = m 

a ^ _ i-q+V.-)-'" 
n l r /(n-V.«) my «' 



-i7 



-d +■'/„ ) 



-np 



Vp 



En la última expresión, la cantidad dentro del pa- 
réntesis angular es a—, al tipo efectivo del interés ] / o 



p 1 , 
a--. = — (a — , ) al tipo efectivo j/p 
n | p np | 



Relación entre a- 



a-, = V (1+V + 

n I 



y a , 

n-l| 
n-l 

V ) = V(l+a ,) 

n-ll 



(1 + i) a-, 



1 + a , 

n-ll 



Mediante semejante razonamiento se puede obtener 
(1 +i) a , = 1 + a 

n-l | n-2 | 

(1 +i) a , — 1 + a , 

n-2 | n-3 | 



(1 + i) a =1 
1 

En lenguaje ordinario las ecuaciones arriba indi- 
cadas dan a entender que si uno compra una anualidad de 
1 pagadera al año de n años de duración por su valor ac- 

ual a _ é invierte ésta anualidad al tipo efectivo de in- 
ri i 
teres i ? el comprador al fin del primer año podrá hacer el 

pago de 1 y tendrá de sobra a m Si se invierte otra vez 

n-l f 
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esta cantidad, al fin del año podrá asimismo hacer el pago 
de 1 y le quedará a w Semejante interpretación es 



n-2| 

aplicable a las demás ecuaciones. 
Relación entre a^ y a . . 

n| n-I/ | 

'P 
P 1 i/, ?/ Di)/ 

a- = ~ (V /p + V /p + +V '"j de donde 

n | p 

se deduce 

V, p i p 

(1 +i) : a-. = - + a . 

ni P 1/|)| 

I n- ' 1 



EMPRÉSTITO 
REDIMIBLE POR ANUALIDADES 



Definimos por empréstito una suma de dinero pres- 
tada a cierto interés. 

En el siguiente estudio del empréstito redimible por 
anualidades adoptaremos la práctica común en los E. U. 
y otros países que después de que se haya hecho un pago 
se forma un nuevo capital restándose el capital redimido 
del capital original. Otros autores usan la expresión de 
que el nuevo capital se forma añadiendo el interés al ca- 
pital y deduciendo después el pago o pagos. 

En nuestro razonamiento consideraremos primero 
que la cantidad del empréstito es a JL que se ha de pagar 

n l 
por una anualidad de 1 por espacio de n años pagadera 

p veces al año al tipo efectivo de interés i. 

Importe del pago correspondiente a cada fracción J_ 

de un año — L 
p 

Interés de aEL correspondiente al intervalo J_de un 

^ n i, - * 

(l + i) /p — i 



p 
año = a— 

n| 



La precedente expresión para el interés podrá ob- 
tenerse considerando que un capital de 1 acumulará al 

tipo de interés i al fin de-^-de un año(l + i) lp , de 
modo que el interés ganado es (1 + i) r P — 1. Por con- 

p 
siguiente, cuando el capital es a-^ , el interés ganado será 

como se ha dado arriba. 
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Su valor en términos de v se obtiene de la manera 


siguiente : 




p i 


v y 


' . v p 




v p + v p .... + V 


= -.V. 


n| p 


^ m ^ mm _ _ 


p 




V 7 n_I 7 

P , 'P /[• 

1 + V +v ....+v 


_I y^Tl-V 7 






p ' b-v 1 ^ 






p 

. ' . a— ^ 


(1 + ' -1 


= 1 v n 




n| 






i> 





Según se ha dicho antes, el importe del pago es J — 

p 

n 

Parte de este pago será aplicada al pago del interés } v 

y el resto al capital. En otros términos, J— es dividido 

p 
en dos porciones, la una representa el interés sobre el em- 
préstito, y la otra, el capital redimido al cabo del pri- 
mer pago. 

n n 

El capital redimido, J_ — ] - v = -5L , reducirá el 

P P P 

capital o la deuda primitiva, esto es, se formará un nuevo 
capital igual a la deuda original menos el capital reinte- 
grado o redimido. 

El nuevo capital, o sea la suma adeudada al comienzo 

n 

del segundo intervalo!- es, pues, aJL. - -JL = a«2 

P d| p n-J / i 

El interés sobre este capital al fin del segundo in- 
tervalo es 

T7 ' 



P 

a — 



0+0 ' - 1 



p 

a 

a-l/ 



7 ' 
/p 

PRUEBA: 

1,1/ 2/ n-1/ N 11/ 

_, = -(y /p + v /p ..' + V 'O — -v'p. 

I p v J p 

5 / 1/ 2/ 1/ (np-2K 

(l+V /p +V / P....+ V /p ) 
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1__ v (np 1)1/7 



-1 



de donde |_ (1 + P " 1 J a — 



n-4 



/o I 



1 n-l/p 

— I. 1 + V J 

P 



l p 

Como antes, el pago es— El capital reintegrado será 



n— 1/ ) 



desde luego 1 o sea la porción que queda después de 

deducirse de L el interés que corresponde al intervalo, 
p 
Siguiendo el razonamiento que antecede, podremos 

formar el cuadro siguiente : 



No. de Inter- 
valos 



m 



th 



np=último in- 
tervalo 



Capital debido al 
comienzo del intervalo 




n-(-^): 



al / 1 

'p 1 



Interés cor. al 
intervalo 



1 


(1- 


n 

-v ) 


p 






1 n 
-(1-V 


-i/P 
' ) 


P 






1 

-u- 


n 
-V 


-2/p 
' ) 


p 






iT~ 


n 
-V 


V P ' 


p L 







1 V 
-d-v 'p) 

p 



Capital redimido 
al fin del intervalo 



V 



n-l/p 

4 



n-2/p 



n-(^) 



V ; P 
P 



En este cuadro la suma de las cantidades en la úl- 
tima columna es igual a a- , esto es, después de np in- 

o I 
tervalos la deuda original ha quedado redimida por los 

varios reintegros parciales. 

Es de observar, además, que las cantidades en la úl- 
tima columna están en progresión geomátrica, de ma- 
nera que si el primer reintegro es conocido, el segundo 
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se podrá obtener multiplicando aquel por (1 + i) 1 ¡ V 
Caso especial: — 
Si la deuda es a_^, los siguientes valores podrán ser 

ni 

obtenidos fácilmente. 

Capital redimido o contenido en el pago parcial 

(m°) = Va-mf t 

Interés debido al cabo del intervalo (m°) =1 — V ü ~ m + 1 
Deuda pendiente inmediatamente después del pago 

(m°) = a • 

V 7 n-m | 

Ejemplo : Fórmese un cuadro para un empréstito de 
$1000 al tipo de interés de 4% anual convertible semes- 
tralmente. El préstamo será reintegrable a plazos se- 
mestrales por espacio de 5 años. 



Numero de 
intervalos 



Capital por pa- 
gar, etc. 



Interés para 
el intervalo 



REINTEGROS 



1 


1000.000 


20.000 


91.32653 


2 


908.673 


18.174 


93.15306 


3 


815.520 


16.311 


95.01612 


4 


720.504 


14.411 


96.91644 


5 


623.588 


12.472 


98.85477 


6 


524.733 


10.495 


100.83187 


7 


423.901 


8.479 


102.84851 


8 


321.053 


6.422 


102.90547 


9 


216.148 


4.323 


107.00358 


10 


109.144 


2.183 


109.14365 



Total. 



1000.000 



Después de que se ha encontrado el primer interés 

20 sea por 1000 [(1 + i/ m ) m/p —1] o 1000 [(1 h i) 1/p — 1] 
en donde i= J/ n , y las cifras en la columna de rein- 

integros son conocidas, todas las demás podrán ser ob- 
tenidas con facilidad. 
Así: 

20 + 91.327 = 111.327, el primer pago. 
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111.327 — 93.153 = 18,174, 2.o término bajo la co- 
lumna de interés. 

1000.000 — 91.327 = 908.673, 2.o término bajo la co- 
lumna de capital. 

Caso especial : 
Cuando p = m 
Tipo de interés = j (m) 

p 1— V ' !-(!+- J/ m )-°P 

a n l = p[(l+)/ m )-l]= j 

Considerando i/ p como un tipo efectivo, i 
p 1 l^-(lfi)-^ 

M'T, * _ 

= _L a — en que i = J/ p 

P np) 

Generalización de la teoría 

Sea K = Cuantía del empréstito 

Si a un préstamo de a- 1 corresponde una anualidad 

o I 
de 1, a un préstamo de K corresponderá una anualidad 

de — . 
a— i 

ni 

Puesto que en el estudio de las anualidades se ha 

p i 
probado que a-i= - a — , al tipo efectivo i/ p , tendría- 
is K 
mos — = (el denominador según queda indica- 

do al tipo efectivo de interés i/ p .) 

La última expresión i^ es la renta anual o la 

a np i 

anualidad para n años, pagadera (p) veces al año, cuyo 
valor en compra es K, o sea, K es el valor actual de la 
anualidad. 

Teniendo en cuenta que la anualidad es pagadera p 
veces al año, la cantidad de cada pago será: 

— — al tipo efectivo de interés i/ P 
a t j P | 
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Probaremos ahora que cuando p = m 

m 
m a-,= a — , (16) 



n 



msl — S — . (17) 

n | nra | 

Ambas expresiones corresponden al tipo efectivo j|m 
Por definición 

n -nm 1 

p l-v _ -i-n+»m) = — a _ 

n\ ptd+i) 1 /.^] mj /m m ' nm\ 

La prueba es semejante a la otra dada en la que se 
demuestra que a JL = L a al tipo efectivo jlp, 

n | p np J 

n mn ^ r mn -i 

Así mismo S 2- (U{) ~' = n+!/m) - 1 = _ L'i+i'm) -iJ 
ni p[(i+i)""-i] l [(i+u B " p -i] m j/B 

1 

= - S— -s para m = p 
m nm | 

De lo que precede y con la ayuda del cuadro dado 
anteriormente se podrá formar el siguiente cuadro para 
un empréstito de K. 
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^ 



^ 
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M\<* 
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> 



^^ 



^ 
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J* 
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^ 



J* 
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J* 
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Ni 
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^ 

^ 

^ 



* 



* 

* 



^ 



J* 
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! 
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1 
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EMPRÉSTITO EN SERIE 



Hay otro tipo de deudas públicas que ha encontrado 
mucho favor en los capitalistas durante los últimos años, 
especialmente en los Estados Unidos, comúnmente deno- 
minado bonos o empréstitos en serie. En este emprés- 
tito el total de la deuda se divide en sumas iguales redi- 
mibles separadamente en fechas fijas. 

Cuando el dividendo o el interés que reportan los 
bonos es igual al interés de inversión o al interés que 
desea ganar el capitalista o el comprador de los bonos, el 
valor actual o de compra es igual al valor nominal. En 
el capítulo sobre avaluación de los bonos se tratará de los 
casos generales en que el dividendo no es igual al interés 
de inversión. 

Para mejor comprensión de este tipo de empréstitos 
damos abajo el estado de los pagos de interés y redención 
en serie de un empréstito de P3, 090,000.00 Dicho estado, 
así como los dos párrafos siguientes, se ha copiado de un 
estudio y recomendación del que tiene el honor de di- 
rigiros la palabra en 1920 para la instalación de pavi- 
mentos de carácter permanente en las calles principales 
de la Ciudad de Manila. 

Nótese que el pago anual para redimir el capital es 
constante y que los intereses anuales van decreciendo a 
medida que disminuye la deuda. Esto es, se paga el 
interés por los bonos no redimidos. 

Estos bonos se consideran no en su totalidad sino 
que cada bono redimible al fin de determinado período 
es un empréstito independiente. En el caso descrito en 
la tabla, la deuda total debe considerarse como formada 
de varios empréstitos o bonos desde el No. 1 al No. 30, 
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cada uno con su interés correspondiente y período de 
redención. De ahi el nombre de bonos en serie. Con 
esta explicación es fácil comprender que los bonos ya 
redimidos dejarán de reportar interés. 





Importe de la 


Interés de 4% 


Capital redi- 


Pago total al 




deuda pen- 


pagado al íin 


mido al lindel 


lin del 


AÑOS. 


diente al co- 
mienzo del 
año. 


del afio. 


ano. 


año. 


1 


P3,090,000.00 


P123,600.00 


P103,000.00 


P226,600.00 


9 


2,987,000.00 


119,480.00 


103,000.00 


222,480.00 


3 


2,884,000.00 


115,360.00 


103,000.00 


218,360.00 


4 


2,781,000.00 


111,240.00 


103,000.00 


214 ; 240.00 


5 


2,678,000.00 


107,120.00 


103,000.00 


210,120.00 


6 


2,575,000.00 


103,000.00 


103,000.00 


206,000.00 


7 


2,472,000.00 


98,880.00 


103,000.00 


201,880.00 


8 


2,369,000.00 


94,760.00 


103,000.00 


197,760.00 


9 


2,266,000.00 


90,640.00 


103,000.00 


193,640.00 


1.0 


2,163,000.00 


86,520.00 


103,000.00 


189520.00 


11 


2,060,000.00 


78,280.00 


103,000.00 


185,280.00 


12 


1,957,000.00 


78,280.00 


103,000.00 


181,280.00 


13 


1,854,000.00 


74,160.00 


103,000.00 


177,160.00 


14 


1,751,000.00 


70,040.00 


103,000.00 


173,040.00 


15 


1,648,000.00 


65,920.00 


103,000.00 


164,800.00 


16 


1,545,000.00 


61,800.00 


103,000.00 


164,800.00 


17 


1,442,000.00 


57,680.00 


103,000.00 


160,680.00 


18 


1,339,000.00 


53,560.00 


103,000.00 


156,560.00 


19 


1,236,000.00 


49,440.00 


103,000.00 


152,440.00 


20 


1,133,000.00 


45,320.00 


103,000.00 


148,320.00 


21 


1,030,000.00 


41,200.00 


103,000.00 


144,200.00 


22 


927,000.00 


37,080.00 


103,000.00 


140,080.00 


23 


824,000.00 


32,960.00 


103,000.00 


135,960.00 


24 


271,000.00 


28,840.00 


103,000.00 


131,840.00 


25 


618,000.00 


24,720.00 


103,000.00 


127,720.00 


26 


515,000.00 


20,600.00 


103,000.00 


123,600.00 


27 


412,000.00 


16,480.00 


103,000.00 


119,480.00 


23 


309,000.00 


12,360.00 


103,000.00 


115,360.00 


29 


206,000.00 


8,240.00 


103,000.00 


111,240.00 


30 


103,000.00 

3 


4,120.00 


103,000.00 


101,120.00 




Pl,915,800.00 P3,090.000.00 P5,005,800.00 
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Se prefiere y se recomienda la emisión del tipo cono- 
cido por bonos sucesivos o en serie, los cuales se caracte- 
rizan esencialmente por el pago anual variable y decrecien- 
te, aunque el capital redimido cada año permanece cons- 
tante. Esta clase de bonos resulta mas atractiva y acep- 
table a los capitalistas que el bien conocido empréstito 
reintegrable, ya mediante fondos de amortización, ya me- 
diante anualidades iguales. Los bonos en serie requie- 
ren menor pago total que los otros tipos, según se ha 
demonstrado por el Ingeniero L. I. Hewes y mi antiguo 
profesor en ciencia actuarial J. W. Glover, Profesor de 
Matemáticas en la Universidad de Michigan ( véase Bu- 
lleting No. 136, Dept. de Agricultura, E. IL, Washing- 
ton, D. C.) 

Se ha fijado el período de treinta años para la reden- 
ción total de los bonos, porque un plazo más largo no 
ofrece ventaja alguna, puesto que después de treinta años, 
el costo anual de los bonos disminuye muy lentamente, 
mientras que el costo total o suma de los pagos anuales 
crece muy rápidamente. 



FONDOS DE AMORTIZACIÓN 



Se debe entender por Fondos de Amortización, el 
conjunto de sumas de dinero separadas e invertidas en 
intervalos fijos de tiempo, o son usadas como una anuali- 
dad a un tipo fijo de interés para la extinción de un em- 
préstito o deuda de un gobierno o de una corporación. 

Para simplificar el razonamiento, se emplearán los 
signos siguientes: 

Importe del empréstito o préstamo (va- 
lor supuesto) = 1 

Interés al fin de una fracción-de un año = ( 1+i) ' p — 1 

i 
Pago anual = 



a_P 



Cuantía de cada pago 



Fondo de amortización = \r 



ni 



aP, 

n| 



(l+i) ,/P -l" 



esto es, el fondo de amortización es igual a la cuantía de 
cada pago menos el interés por el intervalo de tiempo cor- 
respondiente. 

Se podrá obtener fácilmente el pago anual mediante 
una simple proporción. Así, a un préstamo de a ir, cor- 
responde una anualidad de 1, a un préstamo de 1 corres- 
ponderá por lo tanto una anualidad de 



ni 



Expresión para el Fondo de Amortización. 



j[ . 1 

p a£ 
ni 



1/P 
(1 + -1 



P 



p |d+jv_-n 



i— v 



(1+ — a 
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i/p " 
(1+0-1 

(1+0-1 



h 



i-v 



(i+0-i 



V 



1-V L 



íl+0 1/p -l 



_ 1(1+ i )-i] (í+O-i 



(i+0-i 



p 



v- n -i 



2 
p 



p = Pondo de amortización. 



Resolviendo la ecuación que precede, se tendrá 



p — 



v a ~| 



(1+0 -i 



+ 



s r¡ 



(20), esto es, 



el valor de cada pago es igual al interés correspondiente 
a dicho pago más el fondo de amortización reservado 
aparte. 

- como una anualidad, la renta 
p.SE_ 



Considerando 



anual será g^- . Si, según queda explicado en el estudio 

sobre anualidades, una renta anual de (1) se convierte 
al fin de n años en S^ una anualidad de -^r- 



se con- 



vertirá en ¡gE. 



i 



n S£_ 

n| 



Esta cantidad de (1) acumulada después de n años 
redimirá el empréstito o la deuda original. 

Si en cualquier tiempo la acumulación del Fondo de 
Amortización es restada de la deuda original, la diferen- 
cia será la deuda por pagar. Así, después del pago No. r 
ó -£■ años ó al comienzo del intervalo (r+ 1), la acu- 
mulación del Fondo de Amortización será r: 



8JL 

n| 



'in- 



consiguientemente la deuda pendiente =1 ^ = 

SC-¡ — 8 ] ~ M 

° I Wi>l 

sJL i 
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r n i r r /P -i , n , , r P , -(n-'/P) 

L(i+i) -i]-[(i+i) -i] (i+i) -d+i) i-d+i) 



pLO+0 -íJ 




p[(i+0 -iJ 


r 1,p i 
p[(l+i) -]J 


(l+i) n -l 




(l+i) n -l 

r . 1/p i 
p[íl+i) -lj 


.i-d-i-ir n 


r 1||) i 
pL(1 + í) -1J 




pLíi+í) - i] 


(np— r)/p 
1_V 

p[(i-H) 1,, -i] 


nn-r | 
P 


(21) 




i_v n 


a?_ 

ni 




..!"/„ . .J/j . 





~ _1 
Esto es cuando el préstamo original es 1 la ecuación 

(21) representa la deuda por pagar después del pago 

No. r. 

Generalización de la Fórmula. 

Sea K.= Empréstito Original. 

Tipo efectivo de interés = i 

Tipo nominal de interés = j(m) 

Las siguientes expresiones se pueden obtener fácil- 
mente. 

Cada pago = — ^ — 

Renta anual = K 
a-IL 

n ' r ■ 4 • l ' p i 

Fondo de Amortización = — ^— =K. : — ' ! ~ • (22) 

n| (1+0-1 

Interés correspondiente a cada pago =K [(i_j-i) 1|p _i] 

Nó tese que -^ = K[(i +1 *' P --i] + ^£r (23) 
P-a— 57 

Según la (23) el valor de cada pago es igual al in- 
terés correspondiente a dicho pago mas el fondo de amor- 
tización guardado aparte. 

5 

Deuda pendiente des- np-r | 

pues del pago (r)° ~n (24) 

a n| 
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Se notará que en este análisis tanto el interés paga- 
do como el fondo de amortización guardado aparte al cabo 
de determinados intervalos es constante. 
Casos Especiales. 
Sea p = 1 

Deuda pendiente = K. a ^l , y 



a — i 

n I 



a - 



K 

= K 



ni 
(i + j/m) -1 



K 
S_ en términos de j 

DI 



K i \ Ki = Ki(l +0 

(l+i) D -l (l+i) n -l 

K(l+i) n , _, ... 

(z5) en términos de i 



(1 + 0-1 

i 

La última expresión (fórmula 25) se presta ade- 
cuadamente al uso de las Tablas de Interés Compuesto, 
la cual apareció por primera vez en el artículo "Diagram 
for Cost of Ties, Canadian Pacific Ry. Engineering 
News, Agosto 15, 1915". 

Sea p = m 



a 



nm — r | 

a- 



nm— r 



Deuda pendiente = K. =K. 

J 



JL. ,, K 

ma»-K [(i+i) /«>_,] + 



B 



s- 



K _ l/n K 

a — . — K |(i 4- i) -i] + SZZT al tipo efectivo (i) 

nm| nm | 

K 
ma 5L -Kj/m+K— 1^ 6 

K D ' m S ~ 

aTT = K j/m + — E — al tipo efectivo j/ m 

Relación entre i é i' : 

Sea i' = Tipo remunerativo o el tipo del interés so- 
bre el préstamo o empréstito. 
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Sea i = Tipo reproductivo o el tipo del interés re- 
portado al Fondo de Amortización. 
Sea i < i' 

Para p = 1, ¿zr~ = 1 + g~^~ (dado va antes). 

n 1 ni 

Bajo la nueva condición 

1 = i- + -L- = -!- + +■ r) 



Si el préstamo es K 
K _ K 

ih-o — a-r + K (i + i) la cual demuestra la re- 
a íT| n| 

lación entre i é i' 

PROBLEMA: 

A desea obtener un empréstito de $100,000 inmedia- 
tamente. M. (caso a) presta al 4% al año; N. (caso b) 
al 4% reportable semestralmente. Tanto M. como N. de- 
sean la redención del capital original en el término de 
25 años. En el caso (a) el cupón es pagadero anual- 
mente, y en el caso (b) semestralmente. Hállese para 
ambos casos el importe de la renta, el interés correspon- 
diente a cada intervalo, y el Fondo de Amortización e:i 
cada pago que se deja acumular. (Use las tables del 
Apéndice). 

Caso (a) 
K 

p(a_p_) = $6401.197 Renta o pago anuaí 

n I 



k[(i + í) ^ p -i] = $4000.000 ínteres 



K 



n Z = $2401.197 Fondo de amortización. 

P.s n) 

Caso (b) 

K 



a — ¡ 

nn I 



$3182.32 Pago semestral. 

$2000.00 Interés correspondien- 
te a cada pago. 
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K 



B = $1182.32 Fondo de Amortiza- 

nm ] 

ción. 

Problema. 

Los rieles de acero cuestan $34.00 por tonelada y 
durarán 10 años al cabo de los cuales tendrán, después 
de usados, un valor de $22.50 por tonelada. Los rieles 
de hierro durarán 5 años y cuestan $27.00 por tonelada, 
siendo su valor de desperdicio después de dicho período, 
$23.50. El Interés del dinero es 6% Cuál de las dos 
clases de rieles debe emplearse por ser la mas económica. 
Solución : 

Para arbitrar un fondo para que exista de una ma- 
nera perpetua cualquiera de las dos clases de rieles, bas- 
tará pagar el interés anual sobre el primer costo de los 
rieles empleados, y conservar cada año un fondo de amor- 
tización, que al cabo, por ejemplo, de 10 años en el caso 
de los rieles de acero ascenderá a $34.00— $22.50=$11.50, 
de manera que con esta cantidad mas el valor de los rieles 
usados podrá el capitalista adquirir e instalar nuevos 
rieles. La clase de rieles que requiera el menor pago 
anual será la mejor proposición como negocio. 

Para rieles de acero 

Pago Anual = $34X0.06 + "'^ff' 06 =$2.9123, 

(1.06) —1 
Para rieles de hiero 

Pago Anual = $27.00X0.06 + 3 - 50 ><- 06 -$2.2431. 

(1.06) -1 
Por consiguiente, el empleo de los rieles de hierro es 

la mejor proposición. 

Se tratará otra vez de esta materia al final en la 
"Economía Comparativa de las Estructuras". 



AVALUÓ DE BONOS 



En la presente discusión matemática, definimos los 
bonos como unas obligaciones contraidas o garantías da- 
das por un gobierno o corporación, redimibles en tiempo 
futuro según las condiciones estipuladas en considera- 
ción por un valor actual recibido. 

Se usarán los siguientes símbolos: 
C^Precio a pagar en la redención o valor de la re- 
dención, 
n =Número de años a la expiración de los cuales 

es redimible la garantía. 
K^Valor actual de C l que vence n años después al 
tipo de ínteres que se ha de emplear para 
avaluar la garantía. 
A^Valor actual de la garantía incluyendo el cor- 
retaje o comisión, y cualquier otro gasto in- 
cidental a la compra. 
g=Razon del dividendo por año al precio de reden- 
ción. 

Explicaremos g por lo siguiente: Para un bono 
que reporta un interés o gana un dividendo de 4-1 1 2%, 

y el precio de la redención es 116.5, el valor de g es 4, ° 

IJO o 

En casos en que el precio de la redención es un factor 
exacto de 100, g es sencillamente el dividendo anual ga- 
nado por 100 unidades expresado en centésimas. 

p=Número de veces en que el dividendo es paga- 
dero por año. 
i=Tipo efectivo de interés empleado para la valo- 
ración de la garantía. 
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Las siguientes ecuaciones se pueden obtener fácil- 
mente : 

C, V" - K, 

g C ^Dividendo total por año. 
Considerando g C 2 como una anualidad, su valor 
presente será g C x a_. 

ni 

Entonces se pueden establecer las siguientes ecua- 
ciones tenéndo en cuenta que a- = 1— v p , 

n| i 

Ai = C 1 v^+ gC, a-, (26) 

ó Ai-Ki-Í-^ (C.-K. ) (27) 

Atención: En (26) y (27) el tipo de interés es (i). 
El dividendo es pagadero semestralmente y el tipo 
de avaluación=j (m) y m=p 

Ai=Ci v2n-fg5(a-.) (28) 

2n| 

Ai = K { + - (C. — K; ) (29) 

Atención: En (28) y 29) v^ y a- se calculan 
al tipo i=j|2 

El Dividendo es pagadero trimestralmente y el tipo 
de avaluación=j(m). 

C 
Ai - Ci v*» ■+ g -i a-, (30) 

Ai = Ki + - (Ci — Ki ) (31) 

Atención: En (30) y (31) v 4n y a^ es al tipo 

• -\A 4D I 



PREMIO Y DESCUENTO DE BONOS 



Representemos por la pequeña k sea premie o des- 
cuento por unidad de empréstito. 

A i _ c i 
De la (26) se deduce k= l 



C l 



k=(g~i) a-, 



La k es prima si A 1 — C es positiva y descuento 
si Aj — C es negativa. 

Asimismo g d [1— (1+ j/m) m " 1 

A i =C i (l+j/m)" mn + — [(í + j/m) m '/P _ 11" ' 

y A '- c ' = ; [1 ^ 1+j/m, ^ ]C ' + ^w^f ] 

(lo donde k = — ~ 

-[i-(i+iM)— 3 I gm+j/lt-z-.n — ^ 

Multiplicando y dividendo por j|m, tendremos: 
, [1— (H-j/m- mn l g 71 ., 

k = ím — E La+j/m)«/P_i] -j -v m 

o 

k -a^ [ p[( i4/m)^-lj -J/ m J < 32 ) 
En la ecuación precedente a — ^ se ha de computar 
al tipo i =j/m 

De lo que precede si p=m 

k=== -ELZL. a — (33) 
m muí v ; 

Atención:— En (33) a— es al tipo i=j/m 

De la ecuación (33) podremos obtener una expre- 
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sión mas simple para el valor actual A v después de po- 
ner k == — ~ ' como sigue; 



»™, ( 34 ) 



mn 



|_m l m _ 
Si se usa el tipo de interés i 

A l = C l- a n- C l O-») 

Por ejemplo si m=2 

A=C, + [íf. ■- ¿£_] ^ (35) 

Atención: En (35) a-¿p es al tipo i=j|2, y p=m. 

PROBLEMA:— 

Cuál es el valor actual de un bono ofrecido en $100,000 
ganando un interés de 4% pagadero semestralmente, va- 
ledero por 30 años, a fin de realizar un interés de 3-1 ¡2 
por ciento reportable por dos veces al año. 

Resolveremos este problema por la fórmu'a (35) 
Dividendo semianual sobre el bono=$2000.00 

por realizar=$1750.00 
Ganancia neta semianual =$ 250.00 

a— = a— =36.96399 

2n | bO | 

A =100,000+ (250x36.96399)=$109240.99750 



AVALUACIÓN DE BONOS EN SERIE 



En 1895 el Gobierno de China emitió una serie de 
bonos, siendo el valor nominal de cada uno $100, el in- 
terés 6% pagadero semest raimen te, esto es, el primero 
de Enero y el primero de Julio. El capital o cada bono 
era redimible por 15 sorteos anuales: el primero tuvo 
lugar el l.b de Julio de 1901, el segundo el l.o de Julio 
de 1902, y los demás cada año después. Cuánto podría 
pagar una Compañía Bancaria por el valor de cada bono 
con objeto de realizar una ganancia de 5 por ciento co- 
brable dos veces al año? 

Nos serviremos de ese problema para presentar la 
solución que pueda servir de tipo para los problemas de 
esa índole. 

Llámase C { C ¿ C rJ C 4 . . . C p los precios á pagar 
por la redención de las garantías a la expiración de n 
n n n, . . . n número de años y K K K . . . K los 
valores actuales de C, C C G. . . . C , 

g=Razón del dividendo por año al precio de la re- 
dención: lo mismo para todos. 

A^K+gAKC-K) 

A r K 2 fg/j(C 2 -K) 



S A =A=2 K + g/j (S c— 2 Kj 
Llamando 2 K 1= =K y s C =C. 
se tendrá 

A=K+g|j(C-K) (36) 

En este problema Cj o sea el pago en 1901 es !p? 
que es igual al pago que se ha de hacer necesariamente 
cada año después 

K - Jg. (vi2 + v 14 + v !( ) al tipo i=5|2% 
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Usando tablas para computar las v's 
K=100I15 (8.0744252) =53.829. 
g=.06" 
C-K=100— 53.829=46.171 

A=K+g|j (C-K) 

=$109.23 
Esto es, la Compañía licitadora o compradora podrá 
pagar $109.23. 

Si el dividendo es pagadero anualmente y el interés 
anual es i, se deberá usar de la fórmula (27) para hallar 
A y A 2 ... Se obtendrá entonces la ecuación siguiente. 
A=K+g|i(C-K) 
Si la cantidad Cj «=C=1, K será igual a v\ En- 
tonces 

A - 1 +kz?l (g-i) - 1 + (g-i)a Q (37) 

1 

y A = 1 + (1— K) ( g ~ x ) al tipo j/m 

Los valores de A se denominan con frecuencia ofer- 
tas; asi la fórmula (37) indica la oferta o postura que se 
ha de ofrecer en una subasta para obtener un bono cuyo 
precio de redención es uno ( 1 ) . 

Por vía de ejemplo damos a continuación el estado 
de un empréstito de P2000, redimible en dos plazos ; el 
primero al final del cuarto año y el segundo al final del 
sexto año. El dividendo es 5% al año, y el interés de 
inversión del capitalista es al 4% . 

En este caso 

A~Kf*(C-K) 

K-1000 (v 4 + v 6 ) 
=1000 ( .854804+ .790314) 
=1645.118 
C-K= 354.882 

A=1645.118+ -f (354.882) 
=2088.72 
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EMPRÉSTITO DE P2000 



g=5% 
i=4% 



AÑOS 



Principal 
Invertid ) 



Interés Anual Dividendo Amortización Redención 
al 4% Anual al 5% del premio del Capital 



1 |P2088.72| 


P83.55 


100 


| 16.45 


I: 

1 


2 ! 2072.24| 


82.89 


100 


| 17.11 


| 


3 | 2055.12| 


82.20 


100 


| 17.80 


1 


4 | 2037.33| 


81.49 


100 


| 18.50 


¡ 1000 


5 1 1018.83| 


40.75 


50 


| 9.25 


1 

1 


6 J 1009.58| 


40.39 


50 


| 9.61 


| 1000 


Total 


411.26 


500 


88.72 


!' 



La diferencia entre el interés total y el dividendo es 
para amortizar el premio pagado por los bonos. La dis- 
crepancia en la segunda cifra decimal se debe a que las 
operaciones aritméticas no se han llevado mas que a di- 
cha segunda cifra decimal. 



OTRAS ECUACIONES PARA LAS OFERTAS 



Si se usa el interés i, el precio de redención del bono 
como antes es igual a una unidad (1), y el dividendo g 
es pagadero anualmente, o sea p=l, se podrá deducir 
de (34) 

A=l-a r| (i-g) (38) 
k-a- (g-i) (39) 
La última o la pequeña k es el premio sobre el bono 
o el sobreprecio. 

Cuando los pagos se hacen por cupones anuales, cada 

uno igual a l|n, tenemos que K^ — a— 

••• k-a-T 1 )(i--T) ( 4 °) 

Así también la (40) da el premio sobre el bono. 



EXPRESIÓN GENERAL PARA LAS OFERTAS, 
PREMIOS Y DESCUENTOS. 



Años= 1 < f >,< t >¡< t > [ 

Cuantia del pago 1/n í/n 1/n 

De acuerdo con el diagrama, el primer pago se hará 
después de f años. 

Número de pagos=n 

Valor de cada pago= 1/n 

Intervalo entre pagos=t años 

Si el empréstito es C, el tipo de interés es j (m) y 
p=m, sabemos: 
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sa 1 -a-e: + -s-(c-k) 

SiC-l 

A=K+-f (1-K) 

Si todos los pagos son iguales a l|n 



A = i v™ 1 4 

A 2 =-v mn2 + 

¿ n 



gil 

n n 






1 

- V 

n 



mni x 

tDD2 \ 



Sumando y llamando n^f, n=f-ft, n 3 =f+2t 

A = -[ y mf _|_y n(f + t)_^_y m(f+°t) _j_y n(f+(n-l)t) 1 

+ f[ 1 --¡r][v rnf +V m(f+t ' ] 

-TTrlimt 



V 

n 



mf 



rnif 



n 



_1- 
1- 



-V 



mt 



nmt 



1— a— 

mtl 



+ M- 



+ «■ 

3 



V n ) \ i _ymi / 



V 



mf 



a- 



nmt i 



Añadiendo + 1 y — 1 se tendrá 
A-i_fi-^(!5SL)]fi_íl ( 4i) 



fl- 



V 



L 



•mf a 
/ nmt 

n ^a — 



L -i J 



(42) 



Al tipo 
de inte- 
rés j/ja. 



Deduciremos ahora la expresión mas simple y expe- 
dita para hallar el valor de k, el premio o descuento 
Usemos este diagrama : 

n años 

o;< — — — — >i 



f años 



>l 



1/r t 1/r t 1/r t 1/r 1 1/r 
Número de pagos = r 
Cada pago = 1/r 

El primer pago tiene lugar después de f años. 
Nótese que f y t no necesitan ser números enteros, 
sino que basta que sean múltiplos de m. 

8 
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Asi r^ismo n = f + t (r — 1) 
Nótese también que en esta discusión r corresponde 
a n en las formulas (41) y (42). 

Sabemos que de la fórmula (42) se puede deducir 



k= 1- 



r 



mf m 

v ■ — v 

mt\ 



f+mrt 1 



ir ( 1-0 J 



lcr-.il 

l ¡ J 



1- 



f mf+mrt 

| l V f 
j/tn 



i-y 



mf l 



mf 
r (1-V ) 



r 



i - 



mf+mrt] m f ) g— j 
r a- 



£- .1 



(43) 



L ra "-n J ' 

En (43) todas las a's se computan al tipo j|m. 



TIPO DE INTERÉS PARA UNA OFERTA DADA 



A menudo ocurre en la practica el problema inverso, 
esto es, hallar el tipo de interés cuando la oferta es co- 
nocida. 

Hay varios métodos por los que se puede resolver 
este problema. 

(a) Resolviendo en (i) la ecuación A = K+ £. 

(C — K) se tendrá 

C-K 



i=g. 



(i) 



A--K 



(44) 



(i) 



El símbolo K (i) significa simplemente que K con- 
tiene i. 

La ecuación (44) puede usarse para obtener i por 
aproximación como sigue: Se sabe que g es casi igual a 
(i), como primera aproximación calcúlese K al tipo g, 
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para obtener un valor i . Usése este valor para recompu- 

tar K, y resuélvase otra vez por i. Se puede repetir el pro- 
cedimiento hasta que el valor supuesto de i al computarse 
K es aproximadamente igual al valor obtenido de i usando 
dicha ecuación. (44). 

(b) De la ecuación (39) del premio 
k = 2 — (g — i ) , se deduce 

i=g— yzz (45) 

La cantidad g es conocida asi como la cantidad k 
de la oferta. Después que a— es computada al tipo g, 
resuélvase la ecuación en i. La aproximación podrá re- 
petirse como en la fórmula (44). 

(c) Resolviendo (j) en la ecuación (42). 

g.n.a- -V m V^ (46) 

Como antes en la ecuación (46) las a's y las v's ha- 
brán de computarse al tipo j|m. 

(d) Si en (43) ponemos X= ^'t™" I ~ -JEñ 

y a — -— . 

UJÍ J 

g 
obtendremos j = . k (47) 

+ 1-X 

La fórmula (47) es una de las ecuaciones muy 
convenientes para obtener j. 



economía comparativa de las 
construcciones 



Se han intercalado al final de la teoría del interés 
compuesto y de fondos de amortización problemas qua 
propiamente pertenecen a la economía comparativa o va- 
lor relativo de las construcciones. 

En el primero se resolvió el problema del capital 
presente que se necesita para proveer perpetuamente por 
la existencia de la estructura en cuestión. 

En el segundo se encontró el total costo anual o la 
anualidad necesaria cada año para la existencia perpetua 
de la estructura. 

Nos queda establecer las formulas generales para 
dichas soluciones : 

l.er caso. Sean 

0=Capital presente necesario. 

P=Costo inicial. 

R=Costo de mantenimiento y reparación para 
cada intervalo de n años. 
Si R es costo anual n=l. 

N=Numero de años de vida de la estructura. 

D=Valor de los materiales de desperdicio des- 
pués de N años. 

^ r+ (l+if_l + (l+i)*-l 

El segundo término del segundo miembro es la can- 
tidad que invertida al principio se convertirá en R des- 
pués de n años para los gastos de mantenimiento y re- 
paración. 

El tercer término es la cantidad que invertida al 
principio sé convertirá en P — D al final de N años. Esta 
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cantidad sumada con D será P, esto es, la cantidad ne- 
cesaria para renovar la estructura. 

Sera económica la construcción de menor costo pre- 
sente. 

2.o Caso. 

Total costo anual=Pi+R+(P— D) (1 H A^ 

Las letras tienen el mismo significado que en el caso 
anterior; N es el numero de años que durará la estruc- 
tura antes de su renovación. 

Los dos primeros términos del segundo miembro de 
la ecuación no necesitan explicación; Pi es el interés 
anual del costo inicial, y R es el costo anual de manteni- 
miento incluyendo reparaciones, seguro y gastos varios. 

El tercer término es la anualidad que pagada al 
principio de cada año se convertirá en P — D después de 
N años. Esta cantidad sumada con el valor de desper- 
dicio da P ó la cantidad necesaria para renovar la es- 
tructura. 

La estructura que requiera la menor anualidad es 
la mas económica. 

3.er Caso. 

Los métodos arriba expuestos son los de uso mas ge- 
neralizado para analizar el valor comparativo de las es- 
tructuras. En algunas circunstancias se puede estimar 
el valor relativo de construcciones de diferente longitud 
de vida y costo pero semejantes en cuanto sirven para 
un mismo uso y llenan un fin igual durante su existen- 
cia escogiendo y tomando como valor verdadero el costo 
de la estructura de mas larga vida. Después se deter- 
minará el valor (relativo) de las otras con respecto al 
supuesto verdadero costo. 

La diferencia entre el valor relativo hallado de cada 
estructura y su costo real dará la medida de economía o 
extravagancia de cada caso. 

Este método es útil para cualquier entidad, corpo- 
ración o municipio, que no contando con fondos suficien- 
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tes para llevar a cabo una obra de larga duración quiera 
optar por construcciones temporales renovables de menor 
costo de aproximadamente igual valor relativo y que lle- 
nan el mismo fin que la obra de carácter permanente. Se 
hace aquí una hipótesis artificial que bien pueda ser erró- 
nea, cual es, la de que al finalizar la vida de la estruc- 
tura de carácter temporal se optará por su renovación. 
Este plan podría no ser siempre conveniente sobre todo 
cuando se trata de maquinarias susceptibles de mejora 
por los nuevos inventos que puedan inclusive efectuar 
un cambio en el tipo de construcción asi como una alte- 
ración causada por el tiempo en el costo de los materia- 
les o de la mano de obra y por otras circunstancias. 

Llamemos C el costo supuesto verdadero o tomado 
como base de la estructura de mas larga vida. 

D, valor de desperdicio después de N años de du- 
ración de su vida. 

V, V v V 2 ,. . . valores relativos equivalentes de las 
otras estructuras. 

d, d x , d 2 , . . . valores de desperdicio después de n, 
n, x n 2 ,. . . años de duración de sus vidas. 

El valor de la estructura de mas larga vida después 

de N años será C (1 + i) N -D al interés (i) 

El costo de la estructura de valor equivalente V 
después de su vida de n años será 

V (l+i) n -d, 

Después de 2n años será 

V (l+i) n — d + [V (1 +i) n — d] (l+i) n = V (l+i) n + 

Después de N años. 

Vll+iyV V(l +i) 2D +(+....)V(l+i) N — [d+d(l+i) n + 

d (1+ifH (+....) (i-H)"- 1 ] ósea 

(i+i)»-i L v ; J 
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Igualando esta expresión con C(l+i) N -D se obtendrá 

Cuando D y d son O 

y _ (l+i) Q -l (l+i) N c 

(l+i) n (l+i) LN -l 

Comparemos el costo de un puente en la Calle Otis 
sobre el estero que colinda con la Compañía del Gas. Un 
puente de hormigón armado costará P28,000.00 y durará 
60 años. Uno de madera del pais costará P8,000.00 y 
tendrá una vida de 8 años. Si estuviera cubierto el puente 
de madera con techo de hierro su costo será P9, 500.00 y 
podrá durar 11 años. Consideremos sin valor de desper- 
dicio. El interés del dinero que puede adquirir prestado 
la Ciudad de Manila es 5-1 12%. 

Para el puente de Madera 

y_ (1+0.055)* 1, a+0.055) 60 ^ ^ m 

(1+0.055)* (l+0.055) bU -i 
1.5347-1 n 33Q5 OQ nnn 

= P10,164.60. 
Para el puente de madera con techo 

Vs= (H0.065) U -1, (1+0055) 60 t 2 g 000 
(l+0,055) u (1+0.055)^-1 
1.8021—1 24.8398 28 000 

l.ftUZi " 24.8¿y»— i" ' 

— 12985.33 
Comparación : — 

Hormigón Madera Madera 

Armado con techo 

Costo F28000.00 f 8000.00 f 9500.00 

Valores relativos "28000.00 "10164.60 "12985.33 

Diferencia 0. f 2164.60 ¥ 3385.33 

El puente de madera con techo es la mas económica. 
La economía del puente de madera sin techo es P2 ? 164.60. 

4.o caso. 

A veces el problema consiste sencillamente en en- 
contrar la cantidad razonable, o justificada que pueda 
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gastarse por una estructura que va á durar mas tiempo 
en relación con la cantidad necesaria para otra construc- 
ción ( de uso similar) de vida mas corta. 

Este método es de limitada aplicación pero da una 
solución suficientemente satisfactoria para ciertos casos. 

Llamemos C el costo justificado. La fórmula ge- 
neral es como sigue : 

C 100 4- 10 ° ^ 10Q 10 ° ' N 

0=100 + ÍI^ + F^ + '' (T+F* a | términos 

- 100+(1 + V , + V 2q .. á ir términos) 

En la fórmula n es el número de años de vida de la 
estructura de menor duración, y N el número mayor de 
años referido al cual se desea obtener el costo justificado. 
El segundo término del segundo miembro es el valor pre- 
sente de 100 pesos pagadero después de n años al inte- 
rés i. El tercer término es la cantidad similar para des- 
pués de 2n años y asi sucesivamente. 

Ejemplo: Sean 100 pesos el costo de una bomba para 
subir agua de dos años de vida, cuanto se pueda pagar 
por una de igual uso que pueda durar 8 años, siendo el 
interés del dinero al 6%? 

2 4 6 

C=100+100V +100V +100V =100 +89 00+79.21+76.50 

—338.71 pesos. 

Otro: 

Si un cerco ordinario de madera puede durar cinco 
años cual es el valor relativo de un cerco de piedra de 
20 años de duración, cuando el interés del dinero es 6% 

i 5 10 15 

C=100+100V +100 V +100 V 

=272.29 

ó sea el muro de piedra vale 172% de mas. 

Antes de cerrar este breve estudio de economía 
comparativa creemos cumplir con nuestro deber y con 
nuestra buena fé haciendo una confesión que nuestro 
conocimiento de esta materia se lo debemos a las 
sabias lecciones de nuestro maestro de Resistencia de 
Materiales y Teoría de las Estructuras, Prof. Charles 
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E. Green (q. e. p. d.) de la Universidad de Michigan. 
Sirva nuestra confesión como un tributo de gratitud y 
alabanza a la memoria de tan querido Profesor, justa- 
mente reconocido como el inventor de la teoría de los mo- 
mentos-area de tan vasta aplicación en el cálculo de los 
esfuerzos en las estructuras. (La misma teoría ha sido 
inventada casi al mismo tiempo e independientemente 
por O. Mohr en Alemania). 



Hemos llegado al fin de nuestro discurso. Sólo nos 
restan algunas palabras de sinceridad. Las fórmulas 
establecidas son simplemente fórmulas matemáticas y 
deben ser consideradas como tales. Usadas con pruden- 
cia y sano juicio, y con buen conocimiento de causa y de 
las circunstancias inherentes a cada caso ellas constitu- 
yen un instrumento poderoso al servicio del ingeniero 
para resolver problemas de economía comparativa. Tén- 
gase en cuenta, no obstante, que los problemas que con- 
ciernen al ingeniero son algo mas complicados que los 
problemas ordinarios de la vida practica. En general, nin- 
guno de ellos es repetición de otro previamente resuelto. 
y sin duda alguna sufrirá desengaño aquel que sustente 
la creencia de que para cada problema hay lista una fór- 
mula matemática correspondiente. Además, no hay nada 
mas peligroso y dado a resultados erróneos que el uso 
ciego de fórmulas matemáticas. 

Si nuestro discurso no ha respondido a vuestras es- 
peranzas cúlpese a lo limitado de nuestro saber, pero ja- 
más a nuestra buena voluntad y justo deseo de corres- 
ponder dignamente a la benevolencia con que nos habéis 
escuchado. 

Nos resta dedicar un recuerdo a nuestro ex-prof esor 
J. Glover de la Universidad de Michigan. El despertó 
en nosotros la afición a las matemáticas y dirigió nues- 
tros estudios en la ciencia actuarial. 

Gracias por vuestra indulgencia. 

He dicho. 
9 



A P E N D I CE. 



Con objeto de facilitar el cálculo numérico hemos íht 
cluido al final con el título de Apéndice las tablas que 
dan los valores numéricos de SIL (extensión de la ya 

dada en Anualidades), constantes del interés compuesto, 
y valores de — 

(l+i) n 

v n -(l4-i)- n 







8 n = 


V x i i; j_ 

1 










cl D _ 


1— v n 
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1 i n| 










S S1 


= ~ a—, | 

1 q_ í ^ 


tipo 


■Vi- 



Nótese que los símbolos usados son símbolos inter- 
nacionales. 

Comprendemos el alcance limitado de las tablas que 
acompañan este discurso. Se debe tener en cuenta lo 
inadecuadas que son las imprentas en Filipinas para tra- 
bajos de esta índole. En realidad abrigamos temor que 
a este trabajo cupiera la suerte que tuvo un artículo de 
nuestra confección publicado por una revista de inge- 
niería de la localidad sobre la interpolación por diferen- 
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cias finitas. El artículo vio la luz con signos matemáti- 
cos según nos han informado los únicos disponibles, en 
forma tal que nos fué imposible conocer y leer nuestro 
propio artículo. 

Merece pues toda clase de plácemes la secular Im- 
prenta de Sto. Tomás, la primera establecida en Filipi- 
nas, por la publicación material de este discurso. Para 
su director expresamos públicamente nuestra gratitud y 
aprecio. 

Para tablas actuariales mas extensas se debe consul- 
tar las obras de mayor alcance como las publicadas por 
el Instituto de Actuarios de Inglaterra. 



Valores de S 



(o) 



— VJ(P) — p [(1-t-i) /' — 1J 



14% 

2 11.00373604 

4 i 1 1.00560755 

12 ¡1.00685653 

34% 

2 i 1.00867475 

4 '1.01303094 

12 ¡1.01594203 



14% 

1.00435603 
1.00653878 
1.00799571 



2% 

1.00497525 
1.00746906 
1.00913389 

44% 



21% 



24% 



■24% 



1.00559371 1 1.00621142 1 1.00682837] 1.00744458 
1.00839839 1 1.00932677 1 1.01025422 1.01118072 
1.01027107 1.01140725 1.01254243|1.01367662 



07o 



)4% 



0% 



7% 



1.0099019511.01112621 11.0123475411.0135659611.0147815111.01720402 
101487744I1.01672026|1.01856942|1.02039495|1.02222G88 1.02588002 
1.0182035l|l.02046109jl.02271479|1.02496465)1.02721070|1.03169143 
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Real y Pontificia Universidad de Santo Tomás 

DE MANILA 



SOLEMNE DISTRIBUCIÓN DE PREMIOS DEL CURSO ACADÉMICO DE 1921 A 1922 

Alumnos que por su conducta, aplicación y aprovecha- 
miento han sido acreedores, previos los ejercicios de opo- 
sición, a los premios ordinarios del curso de 1921 a 1922. 



FACULTAD DE TEOLOGÍA 
Teología dogmática. 

D. Esteban Montecillo y Precillas, natural de Bor- 
bon. provincia de Cebú. 

Teología moral fundamental. 

D. Esteban Montecillo y Precillas, natural de Bor- 
bon, provincia de Cebú. 



FACULTAD DE DERECHO 
Derecho político. 

D. José Conejero y Diaz, natural de Ligao, provin- 
cia de Albay. 

Derecho Civil, l.er curso. 

D. José Fernández y Martínez, natural de Manila, 
provincia de Manila. 

Derecho romano. 

D. José Fernández y Martínez, natural de Manila, 
provincia de Manila. 

Modo de compulsar. 

D. Vicente Arenas y Pérez, natural de Manila; pro- 
vincia de Manila. 
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Derecho Civil, 2.o curso. 

D. Roberto Concepción y Reyes, natural de Manila, 
provincia de Manila. 

Ley Hipotecaria y Registro de la propiedad. 

D. Nicolás Belmonte y Benitez, natural de Santa, 
provincia de llocos Sur. 

Leyes de aguas y minas. 

D. Roberto Concepción y Reyes, natural de Manila, 
provincia de Manila. 

Derecho Civil, 3.er curso. 

D. Nicolás Belmonte y Benitez, natural de Santa, 
provincia de llocos Sur. 

Derecho mercantil, l.er curso. 

D. Roberto Concepción y Reyes, natural de Manila, 
provincia de Manila. 

Derecho penal, l.er curso. 

D. Roberto Concepción y Reyes, natural de Manila, 
provincia de Manila. 

Hermenéutica legal. 

D. Roberto Concepción y Reyes, natural de Manila, 
provincia de Manila. 

Corporaciones públicas. 

D. Pascual Beltran y Macaraeg, natural de Malasi- 
qui, provincia de Pangasinán. 

Procedimiento Civil, l.er curso. 

D. Roberto Concepción y Reyes, natural de Manila, 
provincia de Manila. 
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Procedimiento criminal. 

D. Emilio Medina y Lazo, natural de Dingras, pro- 
vincia de llocos Norte. 

Derecho Público Eclesiástico. 

D. Miguel Cuenco y López, natural de Cebú, pro- 
vincia de Cebú. 

Derecho penal, 2.o curso. 

D. Emilio Medina y Lazo, natural de Dingras, pro- 
vincia de llocos Norte. 



FACULTAD DE MEDICINA. 

Química general 

D. Luis Miranda y García, natural de Manila, pro- 
vincia de Manila. 

Laboratorio de Química general. 

D. Luis Miranda y Garcia, natural de Manila, pro- 
vincia de Manila, 

Histología. 

D. Virgilio Ramos y Rea, natural de Balayan, pro- 
vincia de Batangas. 

Embriología. 

D. Virgilio Ramos y Rea, natural de Balayan, pro- 
vincia de Batangas. 

Neurología. 

D. Pedro Limcaco y Uain, natural de Binondo, pro- 
vincia de Manila. 
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Prácticas de Neurología. 

D. Pedro Limcaco y Vain, natural de Binon, pro- 
vincia de Manila. 

Parasitología. 

D. Anacleto Quinio y Mercado, natural de Ibaan, pro- 
vincia de Batangas. 

Bacteriólogo. 

D. Pedro Limcaco y Vain, natural de Binondo, pro- 
vincia dé Manila. 

Microscopía clínica. 

D. Lázaro Tayag. y Popatco, natural de Porac, pro- 
vincia de la Pampanga. 

Patología médica. 

D. Cirilo Quinto y Talavera, natural de Atimonan, 
provincia de Tayabas. 

Patología quirúrgica. 

D. Vicente Valencia y Crisóstomo, natural de Paom- 
bong, provincia de Bulacan. 

Obstetricia. 

D. Juan Collantes y Javier, natural de Manila, pro- 
vincia de Manila. 

Obstetricia práctica. 

D.. José' Ramírez de Arellano y Basañez, natural 
de Manila, provincia de Manila. 

Pediatría. 

D. Ramón Ayala y Guidote, natural de S. Miguel, 
provincia de Manila. 
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Clínica médica, l.er curso. 

D. Ramón Ayala y Guidote, natural de S. Miguel, 
provincia de Manila. 

Clínica quirúrgica, l.er curso. 

D. Ramón Soler y Nepomuceno, natural de Atimo- 
nan, provincia de Tayabas. 



FACULTAD DE FARMACIA. 

Farmacofitología. 

D. Antonio de Hazañas y Michel, natural de Manila, 
provincia de Manila. 

Química vegetal. 

D. Antonio de Hazañas y Michel, natural de Ma- 
nila, provincia de Manila. 

Química orgánica. 

D. Antonio de Hazañas y Michel, natural de Manila, 
provincia de Manila. 



FACULTAD DE INGENIERÍA. 
Economía política. 

D. Manuel Méndez y Castro, natural de Manila, 
provincia de Manila. 

Cálculo infinitesimal. 

D. Eduardo de Hazañas y Michel, natural de Lon- 
dres. Inglaterra. 



GRADOS CONFERIDOS 

EN EL CURSO ACADÉMICO DE 1921 A 1922 



DOCTOR. 
Facultad de derecho. 



D. Manuel Vivencio del Rosario y S. José. 
" Victoriano Yamzon y Balagtas. 

Facultad de medicina. 

D. Adriano Cabrera y Gloria. 
Alejandro Mercado y Medalle. 
Alfonso Glinoga y Etruiste. 
Alfredo Chicote y Lalana. 
Alipio Malubay y Camelon. 
Ángel Anca jas e Ibañez. 
Ángel Garduque y García. 
Atanasio Danao y Veles. 
Aurelio Cespon y Borong. 
Cesar Raos y Leoncio. 
Climaco Elago y Jacot. 
Enrique Araneta y Locsin. 
Eusebio Villanueva y Aguilar. 
Eutiquiano Cuyugan y Rivera, 
Exequiel Kare y Melgar. 
Fernando Duran y Ballesteros. 
Fernando Zenarosa y Peñalosa. 
Heliodoro García y Rotea. 
Hermenegildo Tajan y Mendoza. 
Higino Gregorio y Victorino. 
Hipólito Balón y Quíntela. 
Hugo Lozano y Datu. 
Jesús Azcona y Suarez. 
José Bastes y Sarigumba. 
José de Jesús y Narciso. 
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José Timog y Toga. 
Juan Ebetuer y Castro. 
Juan Fuentes y Fuentes. 
Lázaro Ordoñez y Sugay. 
Leopoldo Fuentes y Asis. 
Leopoldo Pardo y González. 
Macario Bautista y Darvin. 
Manuel Mendoza y Bautista. 
Mariano Dimanlig y Angeles. 
Mariano Marfori y Oliva. 
Maximino Andal y Capucion. 
Nicomedes Laborte y Alvaro. 
Olimpio Villacorta y Luna. 
Pedro Estacio y Mendoza. 
Pedro Gil y Hernández. 
Pedro Margarico y Brasileño. 
Peregrino Paulino y Hernández. 
Rafael Mallare y Ramos. 
Ramón Flores y Pascual. 
Restituto J. Castro y Gabriel. 
Romualdo Solón y Espino. 
Simón Nobleza y Montenegro. 
Tomas Serra y Diez. 
Vicente de Ocampo e Ilustre. 
Vicente de la Serna y Climaco. 
Vicente Suson y Molón. 



LICENCIADO. 
Facultad de Teología. 

R, P. Fr. Silvestre Sancho y Morales. 

Facultad de Derecho. 

D. Arsenio Frial y de los Reyes» 
" Ceferino Geraldez y Mendoza. 
" Delfín de León y Trinidad. 
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" Mariano Gana y Delfino. 
" Ramón Salinas y Amante. 

Facultad de Farmacia. 

D. Antonio Mansueto y Atillo. 
Catalino Pereyra y Baison. 
Francisco Señora y Vitero. 
Gervasio Hiquiana y Callao. 
José Zazagoza y Foz. 
Juan Malolos y Medalla. 
Mariano llagan e llagan. 
Santiago Seráfica y Lamsen. 
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